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Nociones Basicas



“Algtn dia
el pensamiento estadistico
sera para un ciudadano eficiente
tan necesario como
habilidad para leer y escribir”

(H. G. Wells, 1904)



Introduccién

La estadistica es también conocida como la ciencia de los datos o ciencia
estadistica y comprende un conjunto de métodos que permiten recolectar,
organizar y procesar datos, para después analizar los resultados obtenidos
transformandolos en informacién, como un apoyo eficiente a la toma de
decisiones.

Recolectar

Decidir Organizar

Analizar Procesar
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Conceptos estadisticos

e Unidad de analisis (UA): entidad que proporciona un dato.

e Variable estadistica: caracteristica de interés a ser estudiada, la que
puede ser medida u observada por el investigador en la UA.
@ Medicién u observacion: es el proceso que asigna un valor de la

variable a una UA.

o Dato: es el valor de la variable generado mediante su medicién u
observacién en una UA.

@ Error de medicidn: es la diferencia entre el valor exacto que posee la
UA y el valor obtenido en la medicion.

Dr. Mauricio Huerta Aguiar (UCM) Inferencia Estadistica Ingenieria Comercial 5/90



Conceptos estadisticos

e Poblacion: es el universo o conjunto total de UAs. Es sobre este conjunto
para quien se obtendran las conclusiones finales.

e Muestra: es cualquier subconjunto de la poblacién.

e Muestra aleatoria: es un subconjunto de la poblacién que posee un grado
de representatividad adecuado.

Dr. Mauricio Huerta Aguiar (UCM) Inferencia Estadistica Ingenieria Comercial 6 /90



Conceptos estadisticos

e Censo: estudio que involucra a toda la poblacién. No contiene margen
de error (o error de precisién), pero es costoso.

@ Muestreo: estudio que involucra a una muestra. Contiene error de
muestreo, pero es menos costoso.

@ Sesgo: componente de un estudio que hace que la muestra no sea
representativa, pues distorsiona las conclusiones del estudio e impide
que se lleve a cabo un proceso inferencial.

o Parametros: informacién relacionada a la poblacién y que es de
interés para el investigador.

e Estimadores: aproximaciones de los parametros basadas en una
muestra aleatoria.
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Clasificacion de los métodos estadisticos

Los métodos estadisticos pueden clasificarse en dos:
© Descriptivos.

@ Inferenciales.

Métodos descriptivos

Se preocupan de describir el conjuntos de datos. Generalmente estan rela-
cionados al analisis preliminar o exploratorio de los datos. En el caso de un
censo son los Gnicos métodos que se pueden aplicar.

Métodos inferenciales
Son los encargados de llevar adecuadamente los resultados de una muestra
aleatoria hacia la poblacién objetivo.
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Problemas a resolver con la estadistica

o Evaluar el grado de satisfaccién
de los clientes.

o lIdentificar los factores que
influyen en el endeudamiento.

o Comparar la lealtad de los
clientes en una empresa.

o Evaluar el efecto de la publicidad
en la conducta de compra.

Todos estos problemas son distintos, pero hay una linea general de razona-
miento que es comin a todos ellos llamada metodologia estadistica.
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Discusién de dos estudios del mundo real

e Estudio mediante un muestreo

Encuesta CASEN 2024

(o Encuesta de Caracterizaciéon Socio-Econémica Nacional)

Desarrollada entre Noviembre 2024 a Enero 2025.

e Estudio mediante un censo

Censo 2024

Finalizada el 31 de julio de 2024.
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Encuesta CASEN

Es una encuesta a nivel nacional, regional y comunal, realizada por el Minis-
terio de Desarrollo Social y Familia desde 1985, con un periodicidad bienal
y trienal. Los afios en que se ha realizado esta encuesta son: 1985, 1987,
1990, 1992, 1994, 1996, 1998, 2000, 2003, 2006, 2009, 2010, 2011 (debido
al terremoto), 2013, 2015, 2017, 2020 (debido a la pandemia) y 2024.

Objetivo general del estudio:
Medir las condiciones socioeconémicas de los hogares del pais, en términos
de acceso a la salud, la educacién, el trabajo y la vivienda.

CASEN-2024 proporcioné informacién sobre temas de educacién, trabajo,
salud, vivienda, bienes ys ervicios, entre otros, para establecer politicas pa-

blicas. Ver mas detalles en:
® https://observatorio.ministeriodesarrollosocial.gob.cl/encuesta-casen-2024

e https://observatorio.ministeriodesarrollosocial.gob.cl/storage/docs/casen/2024/

proceso_diseno_cuestionario_casen_2024.pdf
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CASEN

Casen: Pobreza segun ingresos cae del 10,7% al 6,5% en
primera medicion post pandemia

Segun los datos del sondeo presentado este jueves, el 2,0% de la poblacion se sitla en pobreza extrema y un 4,5%
en pobreza no extrema.

27 de Julio de 2023 | 13:01 | Redactado por Daniela Toro, Emol. e ® o

Imagen referencial.
Aton / Archivo.
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Censo de poblacién en Chile

En Chile se realizan censos de poblacién de manera mas o menos sistematica
desde mediados del siglo XIX, aunque anteriormente, en el periodo colonial,
existieron otros intentos de empadronar a los habitantes del pais. A partir de
1970, el Instituto Nacional de Estadisticas (INE) es el organismo encargado
de realizar los censos a nivel nacional.

Objetivo general del estudio:
Determinar el nimero de habitantes que componen un pais.

Un censo proporciona informacién principalmente acerca del tamafio de la
poblacién chilena para establecer politicas publicas. Ver mas detalles en:

® www.censo.cl

® https://es.wikipedia.org/wiki/Censo_chileno_de_2024
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Censo 2012

El XVIII Censo Nacional de Poblacién y VII de Vivienda o Censo de Poblacién

y Vivienda 2012 se realizé en Chile entre el 9 de marzo y el 31 de julio de
2024.

Objetivo:
Actualizar los datos registrados en el censo realizado en abril de 2002.

El CENSO-2012 estuvo a cargo del INE de Chile. El 2 de abril de 2013
se publicaron los resultados arrojando un total nacional de 16.634.603 ha-
bitantes. En septiembre de 2014 el INE publicé una nueva cifra en base a
proyecciones del Censo de 2002, arrojando un total estimado de 17.819.054
habitantes. La informacién obtenida del censo 2012 se descarté debido a
una serie de problemas en la obtencién y tratamiento de los datos. Estos
problemas de solucionaron en su versién del 2024.
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Censo 2012

LATERCERA Politica | Nacional | Mundo | Negocios | Opinion | Santiage | Tendencias | Educacion | Cultura | Entretencion | Deportes | La Tercera TV

Nacional

Las principales fallas del Censo 2012 y las
recomendaciones de la Comision Externa del INE

* La comisién critico el escaso tiempo de preparacion, el bajo presupuesto, el clima al interior del organismo,
ala anterior administracién, la imputacién de no censadas y algunos errores en el cuestionario.

' Ademas de la realizacién de un censo abreviado, entre las recomendaciones destacan el no usar los datos
del Censo 2012, crear una cifra provisoria para 2013 y fortalecer el INE.

por La Tercera - 08/08/2013
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Discusién de un estudio del mundo real

e Estudio mediante un muestreo

Encuesta Adimark 2015

Dr. Mauricio Huerta Aguiar (UCM) Inferencia Estadistica Ingenieria Comercial 16 /90



Encuesta Adimark

La serie mensual de encuestas Adimark de Evaluacién de Gobierno se inicia
en marzo de 2006, justo al comenzar el primer gobierno de Michelle Bachelet.

Objetivo general del estudio:
Evaluar la gestién del gobierno de Chile en relacion al presidente, sus minis-

tros, las coaliciones, el Congreso y la reformas, entre otros.

17 /90
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Adimark 2

LATERCERA  Polifica | Nacional | Mundo | Negogics | Opinién | Tendencias | Cultura | Entretencién | Deportes | Finde | La Tercera TV

Politica

Adimark: Aprobacion de Bachelet cae a un 39% tras
polémica por caso Caval

A pesar dela leve alza en el mes anterior, en el sondeo de febrero el apoye a la Mandataria cayod cuatro
puntos, cifrdndose como la mis baja desde que asumio el gobierno. Su desaprobacmn en tanto alcan.zo
un 52% por Rosario Alvarez - 03//03/2015 - 0g:02
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Adimark 2015

Metodologia ‘ 1 i

TIPO DE ESTUDIO:

Estudio cuantitativo con aplicacion de encuestas a teléfonos de red fija y celulares mediante sistema
CATI. La muestra es probabilistica con seleccion aleatoria de hogares y de entrevistados, con
utilizacién de doble marco muestral:1) Personas residentes en hogares conectados a red fija y 2)
Personas con acceso a teléfonos celulares. Se utilizé un cuestionario estructurado.

GRUPO OBJETIVO:
Hombres y Mujeres, mayores de 18 afios.
UNIVERSO DE LA MUESTRA:
El universo estd compuesto por mayores de 18 afios con acceso a teléfono de red fija o celulares en
los principales centros urbanos de las 15 regiones del pais.
El error se estima en aproximadamente +/- 3.0% con un 95% de confianza.

TAMANO DE LA MUESTRA: 1.043 casos

Teléfonos de red fija: 793 casos — Celulares: 250 casos

Santiago: 512 casos - Regiones: 531 casos

Los datos fueron ponderados por ciudad, sexo, edad y NSE, segun datos del Censo 2002.
FECHA DE TERRENO: Entre el 05 y el 30 de agosto de 2014.

GfK 2014 | ENCUESTA DE OPINION PUBLICA: EVALUACION GESTION DE GOBIERNO | AGOSTO 2014
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Adimark 2015: analisis de 1 pregunta (variable) de la encuesta

Independiente de su posicion politica,

¢ Usted aprueba o desaprueba la forma como Michelle
Bachelet esta conduciendo su gobierno?

‘ Ammar:

=a=0y Aprueba =e=04 Desaprueba

+
o
=

abr-14
rnav-14
un-14
jul-14
sep-14
odt-14
nov-14
dic-14
— ~ene-15
o feb-15
mar-15
may-15
jun-15
jul-15
sep-15

B
Note que este graflco corresponde a un estud ngltudmal Ver el estudlo completo en:

www.adimark.cl/es/estudios/documentos/6_eval’%20gobierno%20ago_2014.pdf
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Inferencia Estadistica



Introduccién

La estadistica trata de responder tres preguntas basicas:
(i) iCémo debo recolectar los datos?
(muestreo para generar datos)

(ii) ¢Como debo analizar y resumir los datos recopilados?
(métodos estadisticos para generar informacién)

(iii) ¢ Qué tan precisa es la informacién obtenida desde los datos?
(inferencia estadistica)
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Inferencia estadistica

La inferencia estadistica esta formada por métodos utilizados para apoyar
la tomar decisiones basados en evidencia cientifica o para obtener conclu-
siones sobre una poblacién. Estos métodos utilizan la informacién contenida
en una muestra representativa de la poblacién para obtener tales conclusio-
nes. La inferencia estadistica puede dividirse en dos partes:

e Estimacion de parametros.

e Pruebas de hipétesis.

Inferencia estadistica

Es el conjunto de métodos estadisticos que permiten deducir (inferir) cémo
se distribuye una poblacién bajo estudio o las relaciones estocasticas entre
varias variables de interés a partir de la informacién proporcionada por una

muestra.
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Conceptos de muestra aleatoria

e Muestreo aleatorio simple: es un procedimiento de seleccién en que
todas las UAs de la poblacién tienen la misma probabilidad de ser elegidas.

Una muestra aleatoria simple de tamafio n de una variable aleatoria (VA)
X, con funcién de distribucién Fx, es un conjunto de n VAs

X1,..., X,

que son independientes e idénticamente distribuidas (11D) de acuerdo a F'x.
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Conceptos de muestra aleatoria

e Parametro: éste es denotado por 6 y corresponde a informacion relacio-
nada a la poblacién y que es de interés para el investigador. 6 es cualquier
caracteristica medible de la distribucién de la VA en estudio (media, varianza,
etcétera). Asi, un parametro es una caracterizacién numérica de la distribu-
cién de la poblacién, de manera que 6 describe su funcién de distribucién.
e Espacio paramétrico: conjunto de todos los posibles valores de un para-
metro, denotado por ©, esto es, 6 € O.

e Estadistico: es una funcién T'(X1, ..., X,) de la muestra que no contiene
parametros desconocidos. Por tanto, un estadistico es una VA, cuya distri-
bucién se llama distribucion de muestreo.

e Estimador: es un estadistico que aproxima al parametro y se denota por
0="T(X1,...,Xn)
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Estimacion puntual

Estimador puntual

Un estimador puntual 9 de un parametro 6 es una funcién de la muestra
aleatoria X1, ..., X,, que proporciona un valor anico (o puntual). Un estima-
dor puntual es en si mismo una VA y, por consiguiente, tiene una distribucién
de muestreo. Un valor observado (realizacién) de un estimador se denomina
estimacion puntual del parametro 6.
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Recordemos un concepto clave

Error estandar

Sean 6 un estimador puntual de 6 y Var(f) la varianza de este estimador.
Una medida de la precisién de tal estimador es el error estandar (EE) de 6

EE(9) = \/Var(6).

definido como
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Ejemplo (tiempo entre llegadas a la caja de un banco)

Considere una muestra aleatoria de tamafio n = 2 de una VA X con distri-
bucién exponencial de parametro 6. Esto quiere decir que X7 y X5 son VAs
independientes y con funcién de densidad comian dada por

fx.(z) = 0exp(—02) [ oc) (), = 1,2.
Note que:

e El parametro es 0 y su espacio paramétrico es © =]0, oo]

@ Un posible estadistico relacionado a 6 es T'= T'(X1, X2) = X1 + X»
y un estimador de 8 puede ser § = %

Se pide:
e Hallar la distribucién de muestreo de 6.

@ Encontrar el error estandar de 6.
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Ejemplo (continuacién)

En relacién al ejemplo anterior, considere que X es el tiempo entre llegadas
(en minutos) de los clientes a la caja de un banco. Suponga que la poblacién
(para efectos pedagégicos) esta constituida por los siguientes N = 4 tiempos
entre llegadas: P = {0.4, 0.6, 0.8, 0.3}. Se pide:

o Hallar la distribuciéon de muestreo empirica de 6 = %

@ Encontrar el error estandar empirico de 6.

@ Comparar los resultados teéricos con los empiricos. j Por qué difieren?
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Outline

© Propiedades de los estimadores puntuales
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Propiedades de los
Estimadores Puntuales



Estimadores insesgados

Hasta ahora hemos definido el estimador de un parametro. Entonces, la
pregunta que surge es: jexisten estimadores mejores que otros en algin
sentido? A continuacién definimos algunas propiedades que un estimador
puede poseer 0 no, que nos ayudaran a decidir cudndo en estimador es mejor
que otro.

Sesgo
Sea 6 un estimador del parametro 6. Asi, el sesgo del estimador 0 se define
como

~ ~

S(6) = E(@) — .

Estimador insesgado

~

Se dice que el estimador § es insesgado si S(#) =0, es decir,

E(9) = 6.
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Error cuadratico medio

Error cuadratico medio
El error cuadratico medio de un estimador 8 del parametro 6 esta definido
como

ECM(8) = E(6 — ).

~

Se puede demostrar (sumando y restando E(6)) que la expresion anterior es
equivalente a

ECM(A) = E(6 — E(F))? + (0 — E(F))? = Var(8) + S(6)>.

Ademas, si el estimador 6 es insesgado, entonces

~ ~

ECM(8) = Var().

Estimador insesgado de varianza minima
Si se consideran varios estimadores insesgados de 6, el que tiene la menor
varianza recibe el nombre de estimador insesgado de varianza minima.
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Eficiencia relativa

Eficiencia relativa
Sean 61 y 05 dos estimadores de 6. Entonces, la eficiencia relativa de estos
dos estimadorres se define como

Note que si ademas 01 y 05 son dos estimadores insesgados de 6, entonces
la eficiencia relativa se reduce a

ER = VL@.

Var(61)

Por tanto, tenemos que:

e Si ER < 1, entonces el estimador 91 es menos eficiente que 02
e Si ER =1, entonces el estimador 61 es igual de eficiente que 02

e Si ER > 1, entonces el estimador 91 es mas eficiente que 92
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Ejemplos



Ejemplo 1 (Montgomery, ejercicio 6.2)

Sea X1,..., X7 una muestra aleatoria de tamafio n = 7 de una poblacién
que tiene media p y varianza o2. Considere los siguientes estimadores de i
° 0 = X1+X2;r~--+X7

o Oy = 20=XutXs

Indique por qué ambos son estimadores.

iAlguno de estos estimadores es insesgado?

i Cual estimador es mejor? jEn qué sentido es mejor?

Calcule la eficiencia relativa y concluya cual de ellos es mas eficiente.
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Ejemplo 2 (del mundo real)

En Chile hay interés en la reforma tributaria

El Diario Financiero presenté un estudio de la caida en el respaldo a la
reforma tributaria.

® O En:uesn Adimark muestra importante caida en el respaldo a reformas tributaria y educacional - Diario Financiero »
< + |0 www.dtcl x [utecior (O]
m B Doctorado v iCloud Facebook BCImévil Casaplacilla v Cursoingles ™ iphone > Videos ¥ Varios ¥ Compras »
56 de Agost,
= Dolar US: $577,29 = UF Hoy: $24.066,93 = UTM: $42.220,00 B e ‘ R s R
= INICIO ? |8

Estés en: Inicio/ ECONomia y Politica

GOBIERNO 03/07/2014
Encuesta Adimark muestra importante
caida en el respaldo a reformas tributaria
y educacional

La variable de interés X es el “respaldo a la reforma tributaria”. Esta variable
toma el valor uno (1) si la reforma es respaldada y cero (0) si no.
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Un ejemplo del mundo real

e La poblacién estad constituida por todos los chilenos mayores de 18 afios.
e El parametro 0 es la proporcién de chilenos que respalda la reforma.

e Una forma de calcular de manera exacta el valor de 6 seria hacer un censo
y preguntarle a todos los chilenos mayores de 18 afios si respaldan o no la
reforma. Sin embargo, realizar un censo es muy costoso, pues el tamafio de
la poblacién N es un nimero muy grande.

e La distribucién de la variable X es Bernoulli con parametro 6, es decir,

px(z) =P(X =2)=0"(1-0)"" =x=0,1

i Coémo estimar el valor de 0 si consideramos sélo una muestra
aleatoria de tamaio n mucho menor que N7
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Un ejemplo del mundo real

o Considere una muestra aleatoria de tamafio n = 10. En la practica, la
encuesta es aplicada a 10 chilenos mayores de 18 afios.

@ Lo anterior quiere decir que hay un conjunto de 10 variables aleatorias
X1, ..., Xj0 que son independientes (la opinién de un individuo no
afecta la opinién de otro) e idénticamente distribuidas Bernoulli con
funcién de probabilidad

px,(z) =P(X; =2)=60*1-0)"" z=0,1,i=1,...,10.

@ Como no es de interés la opinién de cada individuo, sino la opinién
conjunta de todos ellos, se debe usar la distribucién conjunta de las 10
variables aleatorias mediante

L(H) = PX1,....X10 (-Tl, c. ,.7710).
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Un ejemplo del mundo real

@ Como las 10 variables aleatorias son independientes, se tiene que

L#) = px,(x1) X X px,e(T10) (3-.1)
671 (1 — )11 5 - x g710(1 — g)1mm0 (3.2)
= gXiimi(] — )10y, (3.3)

@ Supongamos que la encuesta se aplica a 10 individuos seleccionados
de manera aleatoria. Si el individuo respalda la reforma se asigna un

uno (1), en caso contrario se asigna un cero (0). Un ejemplo de una
muestra contiene los datos:

0,1,100,1,0,1,0,0

o Considerando los datos anteriores: 10 a; = 4 y

L(6) = 0*(1 — 0)S.
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Un ejemplo del mundo real

i Cual podria ser una estimacién de la proporcién de individuos que
respalda la reforma?
o
i Cual es el valor mas probable de 67

Esta pregunta se puede responder de tres formas:

@ Usando la intuicion. Como la estimacién debe ser un valor del espacio
paramétrico © = [0, 1], si no tenemos informacién desde una muestra
aleatoria, podemos asumir este valor como 0, 5, pero si la tenemos y
sabemos que 4 de 10 individuos respaldan la reforma, entonces
6 = 0,40.
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Un ejemplo del mundo real

@ Evaluando la funcién L(0) = 0*(1 — )% para distintos valores de 0 y
buscando el valor que maximiza L(#). Un grafico de
L(9) = 6*(1 — 0)° es el siguiente.

1,206-3

1,006-34

8,00E-4

60064

L(Theta)

4,00E-4

2,008-4

I [ S M

Por lo tanto, 6 = 0, 40.
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Un ejemplo del mundo real

@ La tercera forma de responder la pregunta es derivando la funcién
L() = 6*(1 — 0)® con respecto a § e igualando esta derivada a cero

como
L'(0) = 463(1 — 6)5 — 6(1 — 6)%0* = 0.

Despejando 6 de la ecuacién anterior, se tiene 6 = 0,40. En

conclusién, se estima que el 40 % de los chilenos mayores de 18 afios

apoyara la reforma tributaria.

i Esta estimacion es exacta o posee error?
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Un concepto clave

Error estandar

Sean 6§ un estimador puntual de 6 y Var(g) la varianza de este estimador.
Una medida de la precisién de tal estimador es el EE de 6 definido como

EE(H) = \/Var(6).
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Método de verosimilitud maxima



Un ejemplo didactico (Mendenhall)

A continuacién presentamos un ejemplo para ilustrar la l6gica en la que esta
basado el método de verosimilitud maxima.

@ Suponga que tenemos una caja que contiene tres bolitas. Sabemos
que cada una de las bolitas puede ser roja o blanca, pero no sabemos
el namero total de cada uno de los dos colores.

@ No obstante, podemos muestrear aleatoriamente dos de las bolitas sin
reposicion. Si la muestra aleatoria contiene dos bolitas rojas:
i Cual es una buena estimacién del nimero total de bolitas
rojas en la caja?

: ‘

Poblacién (caja) Muestra

[ 2
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Solucién del ejemplo didactico

Pongamonos en los dos siguientes escenarios. Obviamente, el nimero de
bolitas rojas en la caja debe ser dos o tres (si hubiera cero o una bolita roja
en la caja, seria imposible —probabilidad 0— sacar dos bolitas rojas cuando se
muestrea sin reposicién.
@ Si hay dos bolitas rojas y una bolita blanca en la caja, la probabilidad
de seleccionar aleatoriamente dos bolitas rojas es
GG _1
() 3
@ Si hay tres bolitas rojas en la caja, la probabilidad de seleccionar
aleatoriamente dos bolitas rojas es

() _
o
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Solucién del ejemplo didactico

@ Parece razonable escoger el nimero tres como la estimacion del
namero de bolitas rojas en la caja, porque esta estimacién maximiza la
probabilidad de obtener la muestra observada.

@ Desde luego que es posible que la caja contenga sélo dos bolitas rojas,
pero el resultado observado confiere mas crédito a que haya tres
bolitas rojas en la caja.
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Outline

@ Meétodo de estimacion de verosimilitud maxima
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Método de estimacidn de verosimilitud maxima



Método de estimacidon de verosimilitud maxima

Sea X = (X1,...,X,)" una muestra aleatoria de tamafio n obtenida desde
la variable aleatoria X con distribucién de probabilidad fx(-; @), donde 8 €
© C R* es el vector de parametros desconocidos a ser estimados. Sea « =
(x1,...,2,)" el vector de valores observados de la muestra aleatoria X de
tamafio n. Entonces, la funcién de verosimilitud para € asociada con las
observaciones x de X esta dada por

n

L(0;x) = [ [ fx(x:;0).

i=1

De esta manera, el logaritmo de la funcién de verosimilitud, llamada funcién
de log-verosimilitud, esta dada por

(6;x) =Y log(fx(:;0)).
i=1
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Método de estimacidon de verosimilitud maxima

Note que la funcién de verosimilitud es una funcién de los parametros des-
conocidos 0. El estimador de verosimilitud maxima de 6 es el valor de 8 que
maximiza la funcién L(0;x) o equivalentemente el valor que maximiza la
funcion £(0; x). Asi, para encontrar el estimador de verosimilitud maxima de
6, debemos resolver el sistema de ecuaciones

or or
= a0, j=1,...,k

20 " 00, J

Este sistema es obtenido al derivar ¢(0;x) e igualar ésta a cero. De este
modo, el estimador de verosimilitud maxima de 0 es

0 = arg méax £(6, x).

Dr. Mauricio Huerta Aguiar (UCM) Inferencia Estadistica Ingenieria Comercial 50 /90



Propiedades de los estimadores VM

Sin pérdida de generalidad, considere que la muestra es obtenida desde una
distribucion de un parametro (6). Algunas propiedades del estimador verosi-
militud maxima 6, bajo ciertas condiciones de regularidad, son

e Insesgamiento asintético:

lim E(6) = 6.

n—oo

e Eficiencia asintética: (varianza minima)

) - 1
i Var(6) = - 02L(h)
90
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Propiedades de los estimadores VM

e Normalidad asintética:
El estimador 6 sigue una distribucién aproximadamente normal cuando
n va a infinito.

e Invarianza:
Si 0 es el estimador VM de 0 y g es una funcién biyectiva y

A~

diferenciable, entonces g(f) es el estimador VM de g(0).

@ Unicidad:
Bajo condiciones generales, cuando un estimador VM existe, éste es
anico.
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Ejemplo compaiiia de seguros (Hildebrand)

Una compafiia de seguros utiliza la distribucién de Pareto, cuya FDP esta
dada por
fx(z;0) =0z +1)"0D 2>0,0>0,

como la supuesta distribuciéon de probabilidad de X = valor (en miles de
délares) de la cantidad pagada por un seguro debido a la ocurrencia de un
siniestro. Para un tipo de pdliza, tres reclamos por pago proporcionan valores
x1=0,82, 290 =0,63y x3=7,55.

(i) Exprese la funcién de verosimilitud para 6.

(ii) Evalae la funcién de verosilimilitud para 6 = 0,1,2,3. jCual de estos
tres valores de 0 le parece mas cercano a la estimacién VM?

(i) Encuentre la estimacion VM de 6 para una muestra de tamafio n.
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Solucién

() o

0.001

3 3 0.00125
1o = ILoxtrs0) = [Iowe 07w

0.000

93[(1_1 + 1)(3?2 + 1) T3+ 1 (9(-&1?) 0.00025
325,360+, (4.3)

(i) Evaluando L(#) en @ = 0,1, 2y 3, tenemos L(0) = 0, L(1) = 0,0015544,
L(2) = 0,0004902 y L(3) = 0,0000652. El valor mas cercano a la estima-
cié6n VM es Omax = 1. En la grafica se nota que el maximo se alcanza cerca

: : : 0
1 2 3 4

del valor uno.
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Solucién

(iii)

L(0) = ﬁ Fx(ai0) = [] 0xs + 1)~ = g7 [ (s + 1)~ C+D.
=1

i=1 =1

Ahora, haciendo ¢(0) = log(L(#)), tenemos

0(0) =nlog(6) — (6 +1) > log(x; +1).

i=1

Derivando ¢(6) con respecto a 6, tenemos

oU0) m & |
W = 9 —;log(ﬂc,—i—l)
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Solucién

Finalmente, igualando a cero la derivada anterior y despejando 6, evaluando
6 en 6, se obtiene el estimador de verosimilitud maxima (que es una variable

aleatoria) como
n

S log(X; +1)°
Para verificar los célculos anteriores, note que, si un tipo de péliza propor-
ciona tres reclamos por pago, digamos x1 = 0,82, 9 = 0,63 y 23 = 7, 55,

=

entonces
3 3

- = 0,9278.
3 L log(zi + 1) log(1,82) +log(1,63) + log(8, 55)

0=
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Distribuciones de Muestreo



Introduccién

@ Recuerde que la inferencia estadistica tiene que ver con la toma de
decisiones sobre una poblacién, con base en la informacién contenida
en una muestra aleatoria de ésta.

@ Por ejemplo, suponga que se tiene interés en la proporcion de personas
que esta a favor de la reforma tributaria en Chile. Un asesor de
gobierno afirma que la proporcién de personas (en todo Chile) que
apoya la reforma es de p = 0, 46.

@ Una empresa consultora realiza un estudio por encuesta, la que aplica
a 200 chilenos (seleccionados al azar) y calcula la proporcién estimada
de chilenos que esta a favor de la reforma, estimacién que resulta ser
»=0,50.

@ La empresa consultora puede repetir el estudio varias veces y entonces
podria conocer la distribucién de probabilidad empirica de

p= Z?:l Xi/n.
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Teorema del limite central (TLC)

Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de tamafio n tomada de una pobla-
cién (es decir, Xq,..., X, es una sucesién de VAs IID, con distribucién de
probabilidad no especificada) de media ;1 y varianza o2, Entonces, si n es
suficientemente grande, la VA

_ 1 &
Xn:nlei
1=

tiene aproximadamente una distribucién normal con media % = py va-
: 2
rianza o5

2 = 2 /n (basado en ley de grandes nimeros).
n
Observaciones:

e Formalmente decimos que la VA Z, = Xn—t

\o2/n

distribucién normal estandar cuando n — oo.
e Independientemente del tipo de distribucién (discreta, continua, simétrica

converge a una VA con

o sesgada, unimodal o multimodal), la distribucién muestral de X, es normal
(continua, simétrica y unimodal), si n es grande.
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Ejemplo

Un asesor de gobierno afirma que el 46 % de la poblacién de Chile esta a
favor de la reforma tributaria. Si extraemos una muestra aleatoria de tamafio
200, j cuél es la probabilidad de que al menos 100 de ellos estén a favor de
la reforma?

Solucién:

Sabemos que X7,..., X990 es una muestra aleatoria de tamafio n = 200

tomada de una poblacién Bernoulli con media y = 0,46 y varianza 0% =

0,46(1 — 0,46) = 0,2484. Entonces, como n = 200 es suficientemente

grande, la VA
| 200
h= X, = — X;
P=2n =500 <

=1
tiene aproximadamente una distribucién normal con media ux = 0,46 y

varianza a%n = 0, 2484,/200.
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TLC

@ Sea Y = 21222 X; la cantidad de chilenos que esta a favor de la

reforma tributaria, de un total de 200 chilenos.

@ La probabilidad requerida es
P(Y > 100) = P(p > 100/200) = P(p > 0, 50).
o Utilizando el TLC, tenemos

0,50 — 0,46

\/0,2484/200

@ Si no utilizamos el TLC, hay que considerar que Y se distribuye
binomialmente con n = 200 y p = 0, 46. Entonces,

P(p > 0,50) ~ P (Zn > ) =P(Z, >1,135) = 0, 128.

200 200
P(Y >100) = ) ( )0,469(1 —0,46)2007Y = 0,114.
y=100
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Distribuciones de muestreo

Distribucién de muestreo:
@ Es la distribucién de probabilidad de un estadistico.

@ Depende de la distribucion de la poblacién y del tamafio de la muestra.

Error estdndar de una estadistica:
Es la desviacién estandar de su distribucién de muestreo.
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@ Distribuciones de muestreo para la media
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Distribuciones de muestreo
para la media muestral



Distribucién muestral de X (o conocida)

Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de tamafio n con distribucién nor-
mal de media x y varianza 0. Entonces, la media muestral

tiene una distribucién normal con media p y varianza o /n, es decir,

X—p

YN N(0,1) (distribucion normal estdndar).
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Distribucién muestral de X (o desconocida)

@ Sean Z ~ N(0,1) y U ~ x?(v) (distribucién chi-cuadrado con v
grados de libertad) dos VAs independientes. Entonces,

Z
T= NGIT ~ t(v),

es decir, la distribucién t de Student con v grados de libertad.

@ Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de tamafio n con distribucién
normal de media p y varianza 2. Entonces,

X _
ST

donde S = \/ LS (X — X)2

~t(n—1),
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Distribucién muestral de X — o2 conocidas)

Suponga que el muestreo se lleva a cabo en dos poblaciones normales inde-
pendientes, digamos, X1,...,X,, e Y1,...,Y,,, con varianzas conocidas,
es decir, X ~ N(ux,0%) e Y ~ N(uy, 0% ). Entonces,

P N0, 1),
Z+3
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Distribucién muestral de X — Y o2 desconocidas)

Suponga que el muestreo se lleva a cabo en dos poblaciones normales in-
dependientes, digamos, X1,...,X,, e Y1,...,Y,,, con varianzas iguales,
pero desconocidas, es decir, X ~ N(ux,02) e Y ~ N(uy,o?). Entonces,

X -V = (ux — py)
Sp 1 41

nx ny

~t(nx +ny —2),

donde

(nx — 1)53{ + (ny — 1)5}2/
nx +ny —2

S =

9

con S% y S% siendo las varianzas muestrales de la poblacién X e Y, res-
pectivamente.
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Outline

@ Distribuciones de muestreo para la varianza
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Distribuciones de muestreo
para la varianza



Distribucién muestral de S? (u conocida)

@ Sean las VAs Z; ~ N(0, 1) independientes, parai=1,...,n.

Entonces,
n
2 2
E Z; ~x"(n).
i=1
@ Sea X1,...,X,, una muestra aleatoria de una distribucién normal con

media 4 y varianza 2. Entonces,

nS2
0-_2u ~ X2(TL),

donde .

1
S = - > (X —p)?

=1

y es necesario asumir que u es conocida.
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Distribucién muestral de S? (u desconocida)

@ En la realidad es muy dificil conocer el verdadero valor de . Entonces,
la varianza muestral S2? presentada anteriormente tiene poca utilidad
practica.

@ De acuerdo a lo anterior, si se muestrea una poblacién normal con
media y y varianza 0% (ambas desconocidas), la varianza muestral se
define por

1 & _
52 = — d (Xi—X)%
i=1

Entonces,
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Distribucién muestral de S% /S%

@ Sean U ~ x%(v1) e V ~ x?(12) dos VAs independientes. Entonces,

. U/I/l

F =
V/I/2

~ ]:(Vla VQ)a
es decir, la distribucion F' de Fisher con 17 grados de libertad en el
numerador y 5 grados de libertad en el denominador.

@ Suponga que el muestreo se lleva a cabo en dos poblaciones normales
independientes, digamos, X1,..., X, e Y1,...,Y,,, es decir,
X ~N(ux,0%) eY ~ N(uy,o%). Entonces,

Sk /0%

~ F(nx —1,ny —1).
Sy /oy
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@ Intervalos de confianza
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Intervalos de confianza



Introduccién

@ En muchas situaciones, una estimacién puntual no proporciona
informacién suficiente sobre un parametro.

@ Por ejemplo, si se tiene interés en estimar la proporcién de personas
que estara a favor de la reforma tributaria, seria mejor estimar ésta
mediante un intervalo, dentro del cual se espera encontrar el valor de
este parametro (proporcion).

e Este intervalo recibe el nombre de intervalo de confianza (IC).

Estimacion por intervalo

Una estimacién por intervalos o IC de un pardmetro desconocido 6 es un
intervalo de la forma [l;u], es decir, | < 6 < w, donde los limites [ y u
dependen del valor numérico del estimador 6, para una muestra particular de
la distribucién de la poblacién.
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Intervalo de confianza

Intervalo aleatorio (IA)
Es un intervalo cuyos limites son expresados en términos de estadisticos
(correspondientes a VAs), es decir, es un estimador por intervalos.

Intervalo de confianza
Es un IA evaluado en estimaciones puntuales por intervalo, es decir, es una
estimacién por intervalos.

Coeficiente de confianza

El coeficiente de confianza de un IC corresponde a la probabilidad con que
el 1A contiene al parametro 6. Si el coeficiente de confianza es 1 — «, con
0 < a < 1, entonces se dice que el IC es del 100(1 — a)) % de confianza.
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Interpretacién de un intervalo de confianza

La interpretacién de un IC es que, si se toma un namero infinito de muestras
aleatorias y se calcula un IC del 100(1 — «v) % para 6, para cada una de estas
muestras, entonces se espera que el 100(1 — «) % de esos ICs contengan el
verdadero valor del parametro 6.

1 2 3 4 5 6 7 8 910111213 141516

Por ejemplo, en la figura de arriba, se presentan 16 ICs para p del 95 %.
Empiricamente, se observa que 15 de ellos (93,75 %) contienen al verdadero
valor del parametro p. El valor 93,75 % es lo que conoce como probabilidad
de cobertura empirica del IC, que en teoria deberia ser 95 %.
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© Meétodo para obtener un IC
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Método para obtener un IC



Método para obtener IC

Cantidad pivotal

Una cantidad pivotal Q = Q(X1,...,Xy;0) es una funcién de la muestra
aleatoria de tamafio n que depende del pardmetro, pero su distribucién no
depende de éste.

La construccién de un IC para un parametro # consta en la selecciéon de dos
valores a y b tales que

Pla < Q(X1,...,X,;0) <b=1-a.
Mediante manipulacion algebraica, se obtiene que

P[Tl(Xl,...,Xn;a) <6 <T2(X1,...,Xn;b)] =1—-a.
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Ejemplo de la creacién de un IC

Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria desde una distribucién normal con
media .z (desconocida) y varianza o2 (conocida). Construya un IC de 100(1—
a) % para p.

Solucién:
Se puede demostrar que un estimador (por ejemplo de verosimilitud maxima)
de 1 es fi = X. Entonces, una cantidad pivotal es

X —
N

porque, como o es conocido, Q) es una funcién de la muestra que depende

Q(Xla cee 7Xna:u‘)

del parametro u pero su distribucién es N(0,1), que no depende de u, es
decir,

Q(Xlw'-aXn;:U’) f/\/—

~ N(0,1).

Dr. Mauricio Huerta Aguiar (UCM) Inferencia Estadistica Ingenieria Comercial 79 /90



Ejemplo de la creacién de un IC

Debemos seleccionar dos valores a y b tal que

X —pu
[a<0/\/ﬁ<b] [a < Z < b !
Sabemos que

P [zoc/2 <Z< Zl—a/2] =P [Z < Zl—a/Q] -P [Z < Za/g] =1—-a.

1—a/2 a/2

Ademas, 2,/2 = —21_q/2- Entonces,
P [_Zl—a/Q <7< Zl—a/Q] =1-a.

De esta forma, a = —Z1-a/2> b= Rl—a/2 Y Q=72
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Ejemplo de la creacién de un IC

Manipulando algebraicamente, tenemos que
X—p
P <_Zl—a/2 < W < zl—a/?) =1—-«

P(Y 21 O4/2\/_<;¢<X+z1 04/2\/—):1_05'

Asi, podemos decir que el IA [X — zl,a/Q%;7+ zl,a/Q%} contiene a
con probabilidad 1 — «a. Por lo tanto,

ag
1C001—a) % (1) = [90—21 a/2\/— X+ 2 a/2\/—:|

_ o
= [33 + Z1-a/2%] .
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Ejemplo de la creacién de un IC

Interpretacién correcta
UnlA [X — Zi—aj2- o/vn; X + Z1_ay2 - 0/+/n] contiene al verdadero valor
de la media p con probabilidad 1 — «.

Interpretacién incorrecta: no se debe interpretar como que es p el que cae
enel IA [X —z_q2-0/v/n; X + 21_q2 - 0//n] con probabilidad 1 — a.

Error de estimacién
La expresién d = zl,a/Q% se denomina error de estimacion (o error de
precision o margen de error) y [ = 2d es el largo del intervalo.
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@ Intervalos de confianza para la media
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Intervalos de confianza para la media



Intervalos de confianza para p (o conocida)

Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de una poblaciéon normal con media
vy varianza o2 (conocida). Ademas, sea T la media muestral. Entonces, un
IC del 100(1 — «) % para p es

g
1C100(1—a) % (1) = [T:F Z1-a/2%] :

Tamaiio de muestra

Para un error de estimacién d y un nivel de confianza establecidos, ademas
de contar con una estimacién de la variabilidad de la poblacién, el tamafio
de muestra para estimar la media poblacién esta dado por

2 2
_ Fl—a2?

n= 2
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Ejemplo

Un gerente de una empresa afirma que el nimero de llamadas solicitando
su servicio es a lo mas de 15 por semana, en promedio. Para comprobar su
afirmacion, se revisaron los registros de solicitud de servicio para 36 semanas
seleccionadas al azar, obteniendo T = 17. Ademas, se sabe desde estudios
anteriores que 02 = 9.

o ;Contradice la evidencia de la muestra la afirmacién del gerente?
Considere que el muestreo se realizé sobre una poblacién que tiene
distribucién normal y con una confianza del 95 %.

@ Encuentre el tamafio de la muestra necesario dado un error de
estimacién no superior a 0, 5.
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Solucién del ejemplo

@ El gerente afirma que el namero medio de llamadas solicitando servicio
es a lo mas de 15 por semana (p < 15). Un IC del 95 % para la media
poblacional esta dado por
(17 — 1,96 - %6; 17 +1,96 - ig) = (16,02; 17,98), lo que

. V36
contradice lo planteado por el gerente.

@ Bajo estas condiciones, tenemos que
2 2
" — Fl—a/2" 9 1,962 -9
d? 0,52

=138, 29,

Entonces, se debe considerar n = 139.
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|C para u (o desconocida)

Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién normal con media
p y varianza o2 (desconocida). Ademas, considere que T y s? son la media
y la varianza muestral, respectivamente. Entonces, un IC del 100(1 — ) %
para [ es

s

1Ci00(1—a) % (1) = |T F ti—as2(n — 1) NG
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Ejemplo

Se toma una muestra aleatoria de 30 vicepresidentes de una compaiiia y se
determina el porcentaje del ingreso bruto que cada uno pagé como impuesto
sobre la renta. Los datos son:

30,0 29,1 268 261 194 312
19,1 195 260 189 21,7 28,0
22,7 271 229 202 17,0 257
20,7 231 205 106 239 250
212 239 213 228 202 267

Estadisticos descriptives

N Medis Varianza Asimetris Curtosis

Estadistico | Estadistico | Estadistico | Estadistico | Emor tipico | Estadistico | Emor tipico

Porcentaje del

) a0 23.048 18.520 - 48T AZT 1,125 33
ingreso bruto

N valide {segin lista) 30
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Para los datos de los 30 vicepresidentes:

@ Calcule un IC del 95 % para la media poblacional. Dé una
interpretacién verbal detallada de este intervalo.

@ Determine el tamafio de muestra minimo, suponiendo que el error de
estimacion no es superior a 0,2.

@ ;Es légico suponer que la distribucién muestral de la media es
aproximadamente normal? j Qué teorema se esta utilizando?
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Fin
Gracias por asistir a esta clase
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